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NORMALNI (GAUSSOV0) ROZDELENI

* znacime N(u,c?), 1()6_”)

e Spojité rozdeleni / (X)=U me
* Interval hodnot (-o0, o)

* symetrické okolo stredni hodnoty n

¢ X~ N(uo?) pak Z = %28~ N(©.1) f(x) = e

» model vzniku: soucet velkeho poctu nepatrne velkych
pfispévku (uvidime i dale)
* proto tak hezky modeluje fenotypy s multifaktorialni etiologii



NORMALNI (GAUSSOV0) ROZDELENI

graf hustoty N(u,c?)

vypocet hustoty: [dnorm(x,mu,sigma)]

ccal4o0 / \

2,14 % 2,14 %
13,59 % 13,59 %

©nw — 3o nw— 20 u— o M u+ o i+ 20 @+ 3o




0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

NORMALNI (GAUSSOV0) ROZDELENI

— N(0, 1)
— N(1.1)
N(0, 0,25)
—— N(-1, 0,25)
— N(0, 4)
—77 L\
| | | [ | [ |
-3 -2 _1 0 1 2 3




CENTRALNI LIMITNI VETA



JAK SE PRIBLIZOVAT REALITE

modelovy piiklad: chceme zjistit prdmérny vék rodicek v CR v roce
2016

rodicky v roce 2016 jsou populace s populanim prumérem véku v,
rozdeleni nezname (a je to jedno)

Pokus €. 1: ndhodné oslovime zenu s kojencem na ulici zeptame se
na jeji vek = realizace nahodne veliCiny ,vek pfi porodu“ se stredni
nodnotou

jeji vek pouziji jako odhad p

jak blizko skutecnosti ten odhad je? co se stane, kdyz oslovim
jinou?

oslovim dalSich 999 matek, mam 1000 odhad(



MODELOVY PRIKLAD - VEKY RODICEK

opulace n=1
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vybérovy rozptyl mych odhadu je 23.5 (+ 4.6 roku)
zeptat se jen jedné zeny zjevné neni dost presne
zeptam se tedy deseti a udélam pramér

bude vysledek lepsi? jak poznam, zda je lepsi?
zopakuji 999x, uvidim, jak se mi ty prumeéry od sebe lisi



MODELOVY PRIKLAD - VEKY RODICEK
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~ n=10 * vybérovy rozptyl mych odhadu je
| 2.38 (£ 1.54 roku)
J * to |e 0 hodneé presngjsi!
]11 * pozorovani: cca 10x

15 20 25 30 35 40 45 * muZeme to vylepsit?
 zeptame se 100 zen!
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MODELOVY PRIKLAD - VEKY RODICEK
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* vybérovy rozptyl mych odhadu je 0.23 (+ 0.48 roku)

 100x mensi nez pri jednom pokusu — nahoda?



MODELOVY PRIKLAD - VEKY RODICEK

e Cim vice realizaci ndhodne veliCiny (i.e. oslovenych zen)
jsme pouZili na vypocet pruméru, tim pravdépodobnéji
jsme se strefili pobliz skutecného p

rozsah primér | smér. odch. rozptyl rozptyl
vybéru pramér pramér pramér praméra
n teoreticky
1 25,42 4,625 21,388 24,428
10 25,35 1,544 2,385 2,443
100 25,39 0,480 0,231 0,244
1000 25,40 0,150 0,022 0,024

populace | © =25,40 o =4,932 | 0% =24,428
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PRUMER Z NAHODNEHO VYBERU

Xi, ..., X, nezavislé, maji stejné rozdéleni nahodny vybér
pux, = EX; = p (stejnd stfedni hodnota) populaéni prumé&r
Jf(r_ — var X; = 0 (stejny rozptyl) populaéni rozptyl

_ 1 1
X==> X = —(X1+ Xa+ .+ Xo) vyb&rovy priimér

vyb&rovy priim&r X je op&t ndhodna velitina

je nestrannym odhadem parametru
nestrannym odhadem populaéniho priméru (stfedni hodnoty)
kdyZ pofizujeme vybéry opakované, priméry kolisaji kolem
skute¢né hodnoty popula&niho priméru

z ptikladu vime, Ze rozptyl X zdvisi na n



PRUMER Z NAHODNEHO VYBERU

S.E.(X) = % — stfedni chyba priméru

variabilita priméri (mé&Fend rozptylem) z vybéri rozsahu n je
n-krat meni, nez variabilita jednotlivych pozorovani o2
stfedni chyba priméru je y/n-krat mensi neZ o

&im jsou rozsahy vybéru vétsi, tim méné vybérové priméry
kolisaji (kolem populaéniho priiméru)




PRUMER Z NAHODNEHO VYBERU

* nahodna veliCina, obecné rozdeleni, EX = u, var X = o2
e vime o primeru:

— ma strfedni hodnotu p

— ma rozptyl o2/n

— |aké ma rozdeleni?
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MODELOVY PRIKLAD - VEKY RODICEK
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MODELOVY PRIKLAD - VEKY RODICEK
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CENTRALNI LIMITNI VETA

Necht Xi, Xo,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny se
stejnym rozdélenim, se stfedni hodnotou i a rozptylem
o? > 0 (nemusi pochdzet z normélniho rozdélent).

Potom pro velké n ma primé&r X p¥iblizn& rozd&leni
N(;L, J—j) soulet X1 + ...+ X, pak rozdéleni N(ny, na2).

« PRAKTICKY: pro dost velka n ma primér normalni rozdéleni
S rozptylem n-krat mensim nez jednotliva pozorovani, a to
bez ohledu na vychozi rozdéleni pozorovani

« dlvod Castého predpokladu normality odhadu stfedni
hodnoty
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KONFIDENCNI INTERVAL PRO 1.

vime, 2e X ~ N(u,02/n), tedy Z = %ﬁ ~ N(0,1)

X — p]
g

P(|Z] <1,96) =P ( Vn < 1,96) = 0,95

co¥ je toté?, jako (i se od X li& nejvyge ...)
P(IX—pul <1,96-") =095
)U’ ) \/ﬁ -

tedy (v8imné&te si zkracovani intervalu s rostoucim n)

- g — o
PIX—-—1.96— X+196— | = 0.95
( R SHSATS ﬁ> ’

dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro parametr



KONFIDENCNI INTERVAL PRO 1.

* |e to vlastne intervalovy odhad neznamého m
» X je oproti tomu bodovy odhad téhoz

e zakladni vlastnost: 95% interval spolehlivosti prekryje s
pravdepodobnosti 95% neznamé p

* kdybychom provadeli opakovang, tak v cca 95% pfipadu
orekryje a v cca 5% bude mimo

23 24 25 26 27 28




KONFIDENCNI INTERVAL PRO 1.

* pokud je o neznamé, pouzijeme jeho odhad =
smerodatnou odchylku

e misto kvantilu normalniho rozdéleni kvantil t-rozdéleni

* ale i tady plati CLV a pro dost velké n (>50) Ize
aptoximovat normalnim

- S - S 14
P (X — ﬁtn—l(l —a/2) <p< X+ %tn_l(l — a/2)) =1

> Jako odhad o se pouZije vyb&rova smérodatna odchylka

1

\n—lzz:l(x"_)?)2

Sx =




TESTOVANI HYPOTEZ



PRIPOMENUTI TERMINOLOGIE

populace (zakladni soubor): soubor jednotek, o jejichZ
hromadnych vlastnostech chceme vypovidat (v8echny mozné
vysledky pokusu, vsichni hoSi zvoleného véku, vSichni Colci

v rybni¢ku) = rozdéleni ndhodné veliéiny

vybér: ndhodné vybrand vysetfovand &ast populace (vzorek)

reprezentativni vybér obrazi poméry v populaci
(nutnd vlastnost vybé&ru, aby mohl vypovidat o populaci)

nahodny vybér: nezdvislé ndhodné veliiny se stejnym
rozdélenim (model pro méfeni na vybéru)

parametr: (nezndmé) &islo popisujici néjakou vlastnost
populace, charakteristika rozdéleni nahodné veliginy

statistika: funkce nahodného vybéru (pozorovani)

odhad: statistika pouZita k odhadu parametru
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MODELOVY PRIKLAD - DESETILETI CHLAPCI

v roce 1951 bylo provedeno rozsahlé méfeni vysky desetiletych
hochil, vy$ka byla vySetfena v populaci desetiletych chlapci:
zjisténo p = 136,1 cm, 0 = 6,4 cm

na zakladé vybéru pofizeného v roce 1961 mdame rozhodnout,
zda se po deseti letech vySka populace desetiletych zvysila

hodnoty zjist&né v roce 1961 [cm]: 130, 140, 136, 141, 139,
133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147

X = 139,13 cm, 5% = 6,56 cm?

jiny (daldi) vybér z roku 1961 by obsahoval jinych 15 hochi,
tedy by ved| k jinému vyb&rovému priméru (ndahodna veli¢ina)
staci rozdil 139,13 — 136,1 = 3,03 (realizace nahodné veli¢iny,
proc?), abychom prokazali, Ze se populaéni primér vysek
desetiletych chlapcli po deseti letech zmé&nil?



TESTOVANI HYPOTEZ - TERMINOLOGIE

nulova hypotéza Hg: tvrzeni o populaci (parametru), o jehoz
platnosti rozhodujeme (neni rozdil, nezavisi, nelisi se od .. .)

alternativni hypotéza H;: (alternativa) zbyvajici moZnost
(k Hp), &asto ,védeckd hypotéza", kterou chceme dokazat

kriticky obor: mozné vysledky pokusu, kdy Hg zamitame;
zpravidla popsdn pomoci statistiky (napf. |Z| > z(1 — a/2))

obor pfijeti: mozné vysledky pokusu, kdy Hy nezamitdme

chyba prvniho druhu: (ndhodny jev) rozhodnuti zamitnout
Ho, kdyz plati Hg, tj. fale$né prokdzat ,védeckou hypotézu”

chyba druhého druhu: (ndhodny jev) rozhodnuti
nezamitnout Hg, kdyz plati Hy, tj. nepoznat neplatnost Hg
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TESTOVANI HYPOTEZ - ROZHODOVANI

hladina testu o (zpravidla a =5 %)

» maximalni dovolend pravdépodobnost chyby prvniho druhu
» voli se pred pokusem, nezavisle na jeho vysledku
» pevna (nendhodnd) hodnota

sila testu 1 — 3

» pravdépodobnost zamitnuti neplatné Hy

» pst, s jakou prokazeme platnou ,védeckou hypotézu*

» zavisi na skuteéné hodnoté parametru

p-hodnota

» za platnosti Hp uréend pst, Ze dostaneme statistiku, ktera

stejné nebo jesté méné podporuje Hg

» nejmensi hladina «a, na které Ize jesté Hy zamitnout

» ,stupei diavéry” v platnost nulové hypotézy

» je to nahodna veli€ina, nikoliv pravdépodobnost Hy

Ho se zamita, pravé kdyz

p <«

(zapamatovat)



MODELOVY PRIKLAD - DESETILETI CHLAPCI

» zvolime klasickou hladinu aa =5 %
» v roce 1951 p = pp = 136,1 cm, 0 = 6,4 cm

» v roce 1961 zmé&Feno n = 15 ndhodné vybranych desetiletych
hochii, x = 139,13 cm

» stadi tento vzrist k dikazu, Ze nova generace je vyssi?
» vzrostla vySka desetiletych ? Hp : = pg proti Hy : > ug



KONSTRUKCE TESTOVE STATISTIKY A TESTU

(o0 znamé)

> Xi,...,Xn ~ N(p,0?) nezavislé; o > 0 zndme
> X ~ N(p,02/n), tedy SE.(X)=0/yn
» Ho : i = po (dané &islo, jiny zapis Hg : . — pg = 0)

.1 X—Mo )_(—Mo
jati-li Ho, pak | Z = 210 _ ~N(0, 1
" PatE o, pa SEX) o VNG




KONSTRUKCE TESTOVE STATISTIKY A TESTU

(o0 znamé)

_ nebo jiné rozdéleni a hodné velké n

> Xi,...,Xn ~ N(p,0?) nezavislé; o > 0 zndme
> X ~ N(u,02/n), tedy S.E.(X) =0 /y/n
» Ho : i = po (dané &islo, jiny zapis Hg : . — pg = 0)

» plati-li Hg, pak | Z

::X—Mo
S.E.(X)

X—Mo

o

v/n~N(0,1)

testova statistika



KONSTRUKCE TESTOVE STATISTIKY A TESTU

(0 zndmé) nebo jiné rozdéleni a hodné velké n

¥

> Xi,...,Xn ~ N(p,0?) nezavislé; o > 0 zndme

> X ~ N(u,02/n), tedy S.E.(X) =0 /y/n

> Ho : jt = g (dané &islo, jiny zapis Hg : pu —

po = 0)

_)_(—Mo_)_(—ﬂo

» plati-li Ho, pak | Z = 20 _
Pratit T, Pe SE(X) o

Vv/n ~ N(0,1) | testova statistika

» Hi : p # pg = kriticky obor: |Z] velké, tj.

1Z] > 2(1 — a/2)

» Hy : > po: zamitnout pro | Z > z(1 — a)

test

» Hy @ p < po: zamitnout pro | Z < z(a) = —

z(1— «)

» volba jednostranné alternativy jen podle zadani tlohy,
nikoliv podle vysledku pokusu (nezavisle na datech)



KONSTRUKCE TESTU

kriticky obor pro Z = %\/ﬁ

Cervend na 5% hlading, &ervené a fialov& na 10% hlading, hustota Z za Hg

wﬁ —
=

§ z(0,975)=1,96
; 2(0,95)=1,645

o 5

= :

N

S 5

5 -

© | el | L

< I i I I i i I




MODELOVY PRIKLAD - DESETILETI CHLAPCI

pozor, jednostranna alternativa!

>

>

>

v v v Vv

zvolime klasickou hladinu aa =5 %
v roce 1951 = g = 136,1 cm, 0 = 6,4 cm

v roce 1961 zméFeno n = 15 nahodné vybranych desetiletych
hochii, x = 139,13 cm

staci tento vzrist k dikazu, Ze nova generace je vyssi?

vzrostla vy$ka desetiletych ? Hg : = pg proti Hy : 1w > g

139,13 — 136,1
—— 364 35, V15 = 1,836

z(0,05) = 1,645 < 1,836, tedy Hg na 5% hlading zamitame
statisticky vyznamny vysledek

na 5% hladin& jsme prokazali, Ze nova generace je vy3si
v pfipadé, Ze nova generace neni vyssi, riskovali jsme jen 5%
pravdépodobnost, Ze budeme nespravné tvrdit, ze vyssi je



MODELOVY PRIKLAD - DESETILETI CHLAPCI

hustota X za platnosti hypotézy Ho : 1 = 136,1, Hi:p > po pfi o = 6,4

> p-hodnota je pst, Ze za Ho: Z = (X — po)y/n/o > 1,836 tj.
X >136,1+1,836-6,4/4/15 = 139,13 [1-pnorm(1.836)]

» p-hodnota: modra plocha napravo od 139,13, p = 3,3 %

L

c\lﬁ —

< hustota prt&i mé ru X za Hp : ««= 136,1

o

S

o

w

= -

o

= -

o 138,82 139,13

q —

o

s | —— | kriticka hodnota ™\

S | | | | | | |
132 134 136 138 140 142 144

1361 + 2% 1,645 — 138,82

V15



JEDNOVYBEROVY T-TEST

nebo jine rozdéleni a hodne velké n

vybér z N(,u.? 02), o neznamé
» n nezavislych pozorovani Xi,..., X, z rozdéleni I\VI(,u, 02)
» Ho : i = po (populaéni primér roven dané konstantg)
» nutno odhadnout nezndmy rozptyl o2

1 - —\2
S: = n_1Z(X"_X)
i=1

» statistika (misto o pouZijeme Sy)

_)_(—Mo_)_(—

2] 4 ot
T — B testova statistika
S.E.(X) S« v

» Hi:p## po zamitat p¥i | T| > tp—1(1 — a/2)  Studentovo t-rozdéleni
» Hy:p > pg zamitat pfi T > t,_1(1 — a) 0 n-1 stupnich volnosti
» Hy:p < po zamitat pfi T < t,_1(a) = —tp—1(1 — )



MODELOVY PRIKLAD - DESETILETI CHLAPCI

» Ho: = 136,1 proti Hy : > 136,1 (a« =5 %)
x=139,133 52 = 6,556°
139,133 — 136,1
— ’ 6556 " \/15 = 1,792 > 1,761 = t14(0,95)

p=P(T >1,792) =0,047  (tj. 47 %) p-hodnota

» na 5% hlading€ jsme prokazali zvyseni populaéniho pruméru
(Ho se na 5% hladin& zamita)

> [t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater" )]



T-TEST: INTERVAL SPOLEHLIVOSTI

pfi oboustranné alternativé

» oboustranny interval spolehlivosti pro p (viz str. 112)

- S5 - S
(X — % tn—l(]- — 03/2),X + % tn—l(]- — ()3/2))

» 1o patfi do intervalu spolehlivosti, pravé kdyz plati

- Sy

X — < —=th_1(1 — /2

X ol < Ztaa(1-/2)

» tedy, pravé kdyz se nezamitne hypotéza Hq : i = o pfi
oboustranné alternativé Hy : u # po

» interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty pg, pro které
bychom nezamitli hypotézu Hp : it = o

» podobné u jednostrannych intervald spolehlivosti a
jednostrannych alternativ
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TESTOVANI HYPOTEZ - ROZHODOVANI

skute¢nost

rozhodnuti Ho plati Ho neplati

Ho zamitnout chyba spravné
(reject) 1. druhu rozhodnuti

(pst <a) | (pst=1-—p)

Ho nezamitnout spravné chyba
(accept, pFfijmout) | rozhodnuti 2. druhu
(pst >1—a) | (pst = p)

nikdy spolehlivé nevime, zda Hg plati

zamitnuti < vysledek pokusu v kritickém oboru

pfijeti < vysledek pokusu v oboru pfijeti

chybu 1. druhu nechceme délat ¢asto = « volime malé




DEKUJI ZA POZORNOST
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